Concursul interjudetean de matematica
PRO-PERFORMANTA
2017-2018
Editia a lll-a

Barem clasa a V-a

1. i) AAA, AAB, ABA, ABB, BAA, BAB, BBA, BBB..................... 1p
SUNT 8 SITUNM . ceiuiiiiiiiee e e e e eaas 1p
i1) 2° =32 de SIMUMuuueieiiiiiieee e e e 1p

p A |4V 1 4 TR 1p
iii) AAA, AAB, ABA, BAA, BAB,.........cccvrieeeeeeeeeeeeeeeeee, 1p

Excludem pe cele cu 4 B-uri, pe cele cu 3 B-uri si raman:
-cele cu 2 B-uri: ABAB, BAAB, BABA

-cele cu 1 B: AAAB, AABA, ABAA, BAAA

-fara B: AAAA
Raspuns: 8 siruri posibile..........cevvuiiiiiieiiiieeeeccceee e, 2p
2.
Echipa Nr. jocuri | Victorii Egaluri infrangeri | Goluri Goluri Puncte
marcate | primite
A 2 1 0 1 5 3 3
B 2 0 1 1 2 5 1
C 2 1 1 0 3 2 4

A-B : (4, 1) -victorie pentru A

B-C: (1, 1)- egal

C-A: (2, 1)-victorie pentru C




Completare tabel...........ueiiii e 3p

NYole] g8 g =) - (o1 (PPN 4p

0 5
4 1
0 1
1 0
1 5
4 2
1) ettt ettt e et e tre e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e ee e ———e—e e e e e e e e e ————reaeaeeeeeeanarraaeaaaeaeaaanrnraaees 3p

0 4
3 1
0 1
1 0
1 4
3 2

Pentru solutii incomplete puncte in functie de numarul de pasi omisi!

4. Daca a(b—l)ZZO,atunci 5-a(b—1)2100, imposibil pt cd numarul (C+1)d are 2 cifre, deci



Dacd abcdeste cel mai mare, atunci beste cel mai mare posibil, deci

(T OO 1p
Deci (C+1)d:5-18:>(C+1)d:90:>d:O$iC+1:9:>C:8 .............................................. 2p

NUMArul cCAutat @5tE 1980.........uuiiiiiiieiie et e e e e e e e e e e e e e e e e e e e seeansarareeeeeaeeeeeeesanssensenneees 1p



Concursul interjudetean de matematica
PRO-PERFORMANTA
2017-2018
Editia a lll-a

Barem clasa a Vl-a

0 5
4 1
0 1
1 0
1 5
4 2
Tttt e e eetee e e e ettt e e e e et e e e e e et e e e e e e eteeeeeeereeeeeeattreeaeaaareeaeeeateaeaeaatbaeeaeaanraeeeeannnreas 3p

0 4
3 1
0 1
1 0
1 4
3 2

2.i) AAA, AAB, ABA, ABB, BAA, BAB, BBA, BBB..................... 1p



SUNT 8 SITUNM.ciiiiiiiiiciiiiee e e e 1p

1) 2° =32 dE SIMUMuuuieeiiiiiiiee e 1p
2% SITUT et e e et e ettt e e et e e e e naee s 1p
iii) AAA, AAB, ABA, BAA, BAB,.......ccvvvvveevvreeeeeeeeeereeeeeeeeeeee 1p

Excludem pe cele cu 4 B-uri, pe cele cu 3 B-uri si raman:

-cele cu 2 B-uri: ABAB, BAAB, BABA

-cele cu 1 B: AAAB, AABA, ABAA, BAAA

-fara B: AAAA

Raspuns: 8 siruri posibile.........cceuuuiiieiieiiieeeecciee e, 1p

iv) Un sir de 18 pietricele, daca se termina in A, atunci primele 17 pietricele
pot fi aranjate in exact r, moduri, in timp ce daca se termina in N, atunci

obligatoriu penultima este A, iar celelalte 16 vor fi asadar pozitionate in r

16

moduri, de unde

[oloY ol [V 4 T- FS USSR UPUUUPPRURPR 1p
3. Din informatiile date rezulta urmatorul tabel:.............c............ 2p
Aur Argint Bronz
Franta 7 2x 18
Italia X y X+2
Romania x+1 y-3 18-x

Stim ca Italia are 27 de medalii, deci 2x+y=25, de unde y impar....... 1p

Franta are cele mai putine de aur si cele mai putine de bronz, deci




x>7 si 18>x+2, de unde 7<x<16, deci 2x>15, de unde y<10. (1)......1p
Romania are y-3 medalii de argint, deci y-3>5, deci y>8. (2)........ 1p

Din (1) si (2) rezulta y=9, deci x=8. Deci tabelul devine:

Aur Argint Bronz
Franta 7 16 18
Italia 8 9 10
Romania 9 6 10
Tabelul final.....eeeeeee, 2p
4. Din relatia datd = y = 670—7—3)(. Cum yell si (3,7)=1, rezultd...ccccoouurrveeeecrrreercrrecens 3p

Deci y=670-7k,cuk el] .Dar y>0=0<k <95, k e[J . Deci k poate lua 96 de valori



Concursul interjudetean de matematica
PRO-PERFORMANTA
2017-2018
Editia a lll-a

Barem clasa a Vll-a

1. Consideram o numerotare a persoanelor de la 1 la n. Fara a restrange
generalitatea, consideram ca al 2-lea minte, deci dintre cei doi vecini ai sai, unul e mincinos (sa
zicem primul), celalat spune adevarul (al treilea).......ccoveeeecieeiiiiiiiiecee e 1p

Daca primul este mincinos, ultimul spune adevarul...........cccoeccviieiiiciieie e 1p
Daca al treilea spune adevarul, al patrulea este MiNCiNOS........cccccvveeeiiiiiieeeiiiiee e 1p
Al 5-lea mincinos, al 6-1ea SPUNE adEVAIUL.........cc.ueiiiiiiiiiieciee e 1p
Avem deci grupuri M-M-A, ultimul din sir fiind A, sirul se terminain M-M-A........c..ccccoeevvveeeens 1p
Deci n este multiplu de 3, asadar n poate fi 51, 54, 57, 60......cccceeiiiiiiiieeciiiiee e ecee e e 2p
2.i) AAA, AAB, ABA, ABB, BAA, BAB, BBA, BBB..................... 1p
SUNT 8 SITUNciiiiiiiiiiiiiiiiiieeeeee e eerrrrrreee e e e s e s s s sirrreeeeeeeeee s 1p
) 2° 232 @ SITUM.ereeeeeeeeeeeee e, 1p
2200 U Tttt et er e 1p
iii) AAA, AAB, ABA, BAA, BAB, ..o 1p

Excludem pe cele cu 4 B-uri, pe cele cu 3 B-uri si raman:
-cele cu 2 B-uri: ABAB, BAAB, BABA

-cele cu 1 B: AAAB, AABA, ABAA, BAAA

-fara B: AAAA

Raspuns: 8 siruri posibile.........ccceeeeeciieiiiiicee e, 1p

iv) Un sir de n pietricele, daca se termina in A, atunci primele n-1 pietricele pot fi aranjate in

exact r,_, moduri, in timp ce daca se termina in N, atunci obligatriu penultima este A, iar celelalte 16 vor



fi asadar pozitionate in I, _, moduri, de unde

(oo o Tl [V 4 - F USSR 1p

3.
1) X=1, Y=1 SAU NUMAE PIiM..iiiiiiiiiiiie e ecieeee et e e e e eree e e e erreeeeeeatraeeeesaabaeeeseenseeeaeennnnnes 2p

ii) Din suma lor este 4 deducem ca numerele sunt 1, 3 sau 2, 2 (acest lucru |-a dedus si Andrei). Daca
erau 1, 3, Cristina ar fi stiut, deci nUMerle SUNT 2 Si 2......oouvviiiieiiiiieiiiiiii e 3p

i) Cristina vazand ca produsul este 4, isi da seama ca Andrei are 1+4=5 sau 2+2=4. Insa daca Andrei avea
4, conform ii) atunci Andrei ar fi stiut numerele. Andrei spunand “Nu stiu!”, Cristina deduce ca Andrei
are 5, deci numerele sUNt 1 Sid....ouueeeeiiiiiiiieee e, 2p

4.

Deoarece numarul 29811 este impar, rezulta ca cele trei numere sunt fie toate trei impare, fie doar unul
Lo =TT 4] o TR 1p

Dacd wun singur numdr este impar, atunci p=(0Q=2 si ecuatia r*=29779 nu are
o] 111 =TSSP 1p

Daca toate sunt impare, atunci ultima lor cifrd este 1,3,5,7 sau 9. Daca U (X) € {1, 3,7,9} =u (X4) =1,

iar daca u (X) =5=u (X4) =5(am notat U (X) =ultima cifrd a nUMArului X).......ccooevvvvvnveeeeieieeiniennnns 2p

Cum u(29811)=1, doud dintre numerele cdutate au ultima cifrd 5 si sunt prime, deci



Concursul interjudetean de matematica
PRO-PERFORMANTA
Editia a III-a, noiembrie 2017
Clasa a VIII-a (barem)

1. Daca se sufla de doua ori intr-o luméanare efectul asupra ei si asupra celor doua luménéari vecine
este acelagi ca sgi cand nu s-ar fi suflat, iar daca se sufla de trei ori efectul este ca si cand s-ar fi
suflat o singura data. Rezulta ca este inutil sa se sufle mai mult de o data intr-o lumanare si deci
numarul minim de pasi este mai mic sau egal decat 7................. i (1p)
Daci se sufld (pe rand sau in orice ordine) in toate cele 7 luméanari o singurd daté, fiecare dintre
ele 1gi va schimba starea de trei ori si dupa cei 7 pasi vor fi toate stinse.................... (3p)
Aratam ca numarul minim de pasi este 7.

Este clar ca nu se pot stinge toate luménarile in unul sau doi pasi pentru ca va exista cel putin
o luméanare care nu are cum sa-si schimbe starea................ ... .. ... ool (1p)

Notam cu ” 4”7 o luménare in care se sufla si cu ” —” o lumanare in care nu se sufla. In celelalte

cazuri va exista cel putin o configuratie de tipul ” + + —” sau ” — + — 7. In ambele configuratii
lumanarea din mijloc isi va schimba starea de doua ori si deci la final va fi aprinsa......... (2p)

Se pot invoca si motive de paritate. La fiecare pas paritatea numarului de luméanari aprinse se
schimba. La inceput acesta este impar iar la sfarsit este par si deci nu putem avea un numar par
de pasi.

2. La prima cantarire punem pe un taler al balantei monedele 1 si 2 iar pe celdlalt moneda 3 iar la
a doudl cAntérire punem pe un taler al balantei monedele 1 si 3 iar pe celilalt moneda 4....(2p)
Daca 1+ 2 = 3 atunci moneda falsa este 4 gi dupa cum 1+ 3 > 4 sau 1 + 3 < 4 moneda 4 este
mai ugoard sau mai grea deCat SCIie P €A .. ... ..ttt (1p)
Daca 1+ 3 = 4 atunci moneda falsa este 2 gi dupa cum 1+ 2 < 3 sau 1+ 2 > 3 moneda 2 este
mai ugoard sau mai grea decat SCIie PE €a . ... ......tut ittt (1p)
Dacal+4+2>3gi1+3>4saul+2<3sil+43 <4 atunci moneda falsa este 1 pentru ca este
comuna celor doud cantariri si inclind in acelasi fel talerul balantei pe care se afla (spre deosebire
de moneda 3). In primul caz moneda 1 cAntireste mai mult de un gram iar in al doilea caz mai
PULIN A€ UN BTAIN . . ..ottt et ettt e e e (2p sau 1p)
Daca 1+2>3gil1+3<4saul+2<3sgi1+3>4 atunci moneda falsa este 3 pentru ca este
comuni celor doud cantariri si inclind in acelasi fel talerul balantei pe care se afla (spre deosebire
de moneda 1). In primul caz moneda 3 cantaregte mai putin de trei grame iar in al doilea caz
mai mult de trel Grame ...... ...t e (1p sau 2p)

Semnul de egalitate din relatii inseamna ca balanta este in echilibru iar semnul de inegalitate >
( <) Inseamnd cd monedele din stadnga cantdresc mai mult (mai putin).

3. Identificam cele 25 de persoane ce stau in jurul mesei cu 25 de puncte aflate pe un cerc. Cand o

persoana arata spre o alta unim cele doua puncte corespunzatoare. ........................ (1p)
Deoarece exista cel putin o persoana care spune adevarul rezultd ca existd un poligon convex
inscris in cerc avand varfurile corespunzatoare tuturor celor care spun adevarul............ (2p)
Orice punct de pe cerc este varf al unui poligon Inscris in cerc............................. (1p)

Toate poligoanele sunt convexe alfel, inteleptul gi-ar da seama ca persoanele corespunzatoare
varfurilor unui poligon neconvex (o linie frantd inchisd cu autointersectii) sunt (toate) minci-
0T TP (1p)
Deoarece inteleptul gi-a dat seama cate persoane spun adevarul inseamna ca toate poligoanele
(in numdr de n) au acelagi numar de varfuri (in numdr de m)............... ... (1p)



4.

In final n - m = 25 si deci m = 5. Cazul m = 25 gi n = 1 ar atrage faptul ca toate persoanele ar

(a)
(b)

spune adevartl. ... ... (1p)
Numarul minim este 1. Acest lucru se realizeaza daca cele n puncte din planul a sunt
COLIMIATE . . . oo (1p)
Maximul numaéarului de plane se realizeaza daca oricare trei dintre punctele X1, Xo,..., X,
DU SUNE COLMIATE ...ttt e e ettt et e e e e (1p)
Numaérul dreptelor determinate de oricare dous puncte dintre X1, Xo,..., X, este (n—1)+
n(n—1
(n—2)++2+1:% ..................................................... (lp)
y . : . - n(n—1)
Numarul maxim de plane determinate de cate trei din cele n 4+ 1 puncte este +1
(planul « si planele determinate de dreptele din « i punctul M)..................... (1p)
Valoarea lui n € N pentru care maximul de plane este 16 este n = 6, adica solutia naturala
-1
a ecuatiei % = L (1p)

Trebuie sa gasim o situatie in care 6 puncte din plan determina exact 7 drepte. Ne gandim
la un triunghi ABC si la 3 ceviene AD, BE si CF concurente in punctul G (D € [BC], E €
[AC] si F € [BA]). Cele 7 puncte determind 9 drepte. Elimindnd punctul F vor rdméne 6
PUNCEE S1 7 dAIEPEE « o v ettt (2p)



Concursul interjudetean de matematica
PRO-PERFORMANTA
2017-2018
Editia a lll-a

Barem clasa a IX-a

i) A este robot, B POate fi OFICE......ccicuiiiie et e e etre e e e e etae e e e e nne s 1p
ii) 4situatiiTn [@gAtUrd CUD Si E....uveiiieiiieeeee e et 1p

O =T =N o] o o S PP UPPPPPINN 1p

) I I =l 1] LT o LU R PPN 1p
Asezarea este 2 oameni, 2 roboti, 2 oameni 2 roboti €tC.......cccceevvvciiieieiiciiiee e, 1p

iv) Daca prima persoana este de aceeati specie cu a treia, a patra este opusa lor. Daca prima
persoana este opusa celei de-a treia, atunci a patra este la fel cu a treia.......ccceeeevciveennnns 1p

Avem posibilitatile om, om, om, robot, robot, robot, om, om, om etc., deci N divizibil cu 6 sau
om, robot, om, robot, etc., deci N divizibil Cu 2........couuueiiiiiiiie e, 1p

) Y T o1 1 o VOSSP 1p

ii) Din suma lor este 4 deducem ca numerele sunt 1, 3 sau 2,2 (acest lucru I-a dedus si Andrei).
Daca erau 1, 3, Cristina ar fi stiut, deci nUMerle SUNT 2 Si 2......ouveeeiiiiiiieieiinic e 2p

iii) Cristina vazand ca produsul este 4, isi da seama ca Andrei are 1+4=5 sau 2+2=4. Insa daca

'II

Andrei avea 4, conform ii) atunci Andrei ar fi stiut numerele. Andrei spunand “Nu stiu!”, Cristina

deduce ca Andreiare 5, deci NnUMeErele SUNT 1 Si 4. .ceeeeeeeeeieieeee e 2p

iv) Andrei vede fie 9, fie 6. Cum 6 poate fi scris ca 1+5, Andrei nu ar fi putut stii de la Tnceput
raspunsul Cristinei, deci Andrei are 9. Astfel Critina reazlizeaza ca numerele sunt 1si 8........ 2p

Problema se poate rezolva prin tratarea a 2 cazuri:
-cazul I: n * m este par

Dacd n * m este par, atunci n sau m este par. Fara a restrange generalitatea putem
considera ca n este par (avem un numar par de linii). Observam ca o astfel de tabla de sah poate
fi acoperita in totalitate cu piese de domino de dimensiune 2x1, punand pe fiecare coloana cate
n/2 piese. Avand aceastd acoperire Tn minte putem stabili urmatoarea strategie: Alice alege ca



prima mutare sa fie efectuata de catre Bob, evident Bob va plasa pionul pe o casuta ce apartine
unei piese de domino, aceasta piesa contine o alta casuta care inca nu a fost vizitata, iar Alice va
plasa pionul la urmatorul pas in aceasta. Observam ca la fiecare pas Bob este in una din
urmatoarele situatii: fie nu poate muta (Alice castigd), fie poate muta si va muta in zona unei
piese de domino ale carei casute nu au fost vizitate inca (in acest caz Alice poate raspunde prin
mutarea pionului in cea de a doua casutd a zonei respective)......ccccccceeeeeecieeeeecciiieee e, 3p

-cazul al ll-lea: n * m este impar

Daca n * m este impar, atunci n si m sunt impare. Vom aplica o strategie asemanatoare
cazului I: Alice va efectua prima mutare si va plasa pionul in coltul stanga-sus al tablei de joc,
acum cele n*m-1 casute pot fi acoperite cu piese de domino (plasam pe prima coloana incepand
de la a doua linie (n-1)/2 piese de domino in pozitie verticald, iar pe fiecare linie plasam
incepand de la a doua coloana (m-1)/2 piese de domino in pozitie orizontala). Observam ca Bob
se poate afla Tn aceleasi doua situatii ca in cazul precedent (fie nu poate muta, fie muta in zona
unei piese de domino NEVIZITAte TNCA)......c.eeeiiiiiiiee e e etre e e are e sare e 3p

Tntrucat in ambele cazuri Alice poate raspunde la orice mutare a lui Bob si tindnd cont c& jocul se
va termina intotdeauna dupa un numar finit de pasi (cel mult n*m), inseamna ca Alice are

MEreU STrategie A& CASTIG. . uui it iiiiii ettt e e ettt e e e e ebte e e e e e aee e e e eeaareeas 1p
3 3,03 _a. (o (o2 2,2 - A
a)Cumz” +y" + 2" =3ryr = (r +y+ z)(x” +y" + 27 —xy — Yz — 27 notand
. . - e 2 . o
§] =T+ y+2zgisy =Ty + Y+ 2r gvem s — 25z = Lgjs1(l — sz} = 1, Rezultd

s{—3s1+2=0%(s1 +2)s1— D* =0 pinz,y = = Orezults 51 = 0 decist = 1 adic

T W 2 = L e ettt s st aesea et et e r s R e R b e et bet et seabes et seteaeanes 3p
2

b) Din 51 — 252 = Llgjs1 = 1 rezultd sz = 0, adicd Ty + y= + == = 0, par

x =0,y =0,z =0 prin urmare doud din ele sunt egale cu 0. Dac3 x=y=0 , ipoteza d&

S 1, adica avem solutia (0, 0, 1). Analog gasim solutiile (1,0,0) si (0,1,0)................ 2p

c) Cautand o solutie de forma (a, a, b), din ipoteza:

Zatb=2a>+b% =2a° 4+ 5% — 3aib=1

2 2 1
SiODTINEM SOIUTIA "3 37 3 criereierre s sttt eas s s bbb s ses e st sesase sessasstesane s 2p



Concursul interjudetean de matematica
PRO-PERFORMANTA
2017-2018
Editia a lll-a

Barem clasa a X-a

1. Vom demonstra aplicand principiul inductiei matematice.
P(n): O tabld de dimensiune 2"x2" poate fi acoperita cu piese de forma celei din figurd, indiferent
de casuta aleasad pentru a rdmane NEACOPENITA......ccvuieeeiiiiieee e e e e e errere e e erareeeeeeaees 2p

P(0): evident
P(1): Observam ca exista 4 moduri de a alege casuta care ramane neacoperita, iar pentru fiecare
avem solutiile urmatoare:

P(n) => P(n+1)
Putem impérti tabla de dimensiune 2"%n patru table de dimensiune 2". C3suta "lips3” se va afla

in unul din aceste patrate si stim ca un astfel de patrat poate fi acoperit cu piese, iar casuta
respectiva sa fie |3satd neacoperita. Ne mai rdman 3 patrate de laturd 2", putem pune mereu o
piesa de forma celei din figura, astfel incat aceasta sa acopere cate o casuta din fiecare patrat,
deci am redus problema la a acoperi fiecare din cele 3 patrate, cu exceptia casutelor alese.
Urmatoarea imagine exemplificd aceasta strategie:

2. i) Aeste robot, B poate fi OFICE......iiiiciiiieiiiee e e ae e e e eree s 1p
ii) 4 situatiiTn [egatura CUD Si E...cvvviieieieece e e e 1p

O =TS {3 0] o ¢ O TP TP U PP PUPPPPPPPPPPPPPPN 1p



1) N @StE MUITIPIU B .o e e e e e e et e e e s esata e e e e sentteeeesantaaeeesnnes 1p
Asezarea este 2 oameni, 2 roboti, 2 oameni 2 roboti etC.......ccccceeveiviiieiiciiiie e, 1p

iv) Daca prima persoana este de aceeati specie cu a treia, a patra este opusa lor. Daca prima
persoana este opusa celei de-a treia, atunci a patra este la fel cu a treia.......cccoeeeeeiiieeeennns 1p

Avem posibilitatile om, om, om, robot, robot, robot, om, om, om etc., deci N divizibil cu 6 sau
om, robot, om, robot, etc., deci N divizibil CU 2....ccccoeeeeeiiiiiiiiiiiiiie e 1p

Notam bilele cu R, R’, V, V’, G, G’. Punem pe un taler Gsi V, iar pe celalalt G’ si R..................... 2p

Cazul 1 (balanta este echilibrata): cum G si G’ au greutati diferite atunci V si R au greutati
diferite. Schimbam V cu V’, evident balanta nu va mai fi echilibrata. Astfel putem deduce care
este mai usor dintre V si V’, deci si care este bila mai usoara dintre R si R’ si dintre G si

Cazul 2 (balanta nu este echilibrata): rezolvam pentru situatia in care talerul cu G si V este mai
greu (cealalta situatie fiind tratata analog), atunci G este mai greu decat G’ (altfel nu am putea
avea acest taler mai greu). Punem pe un taler G si G’ iar pe celalalt V si R. Daca avem echilibru
inseamna ca V si R au greutati diferite, singura varianta corecta fiind V greu si R usor. Daca nu
avem echilibru atunci V si R au aceeasi grutate si putem observa daca sunt ambele grele sau
ambele usoare. Stiind greutatile lui V si R obtinem imediat greutatile lui V' si

Presupunem ca exista p, g, r cu proprietatea din €NUNT.......cccciceiece e s 2p
Fie d nenul ratia progresiei. Atunci avem doi intregi nenuli m, n astfel incat +v4 — +/F = mdgj

VI — P = nd deci nlvq — /Pl = L 2p
Rezultd c3 AT — /g = (m — 1) \‘fﬁ' de unde '.“ﬂ-'r,2 - :qi-r,2 — 2mn.fq=plm— n]zl

— rm? + Q'i't,z — plm — n]z .
adica V' 7~ 2mn B 1 OO 3p




Concursul interjudetean de matematica
PRO-PERFORMANTA
2017-2018
Editia a lll-a

Barem clasa a Xl-a

Vom demonstra aplicand principiul inductiei matematice.
P(n): O tabld de dimensiune 2"x2" poate fi acoperita cu piese de forma celei din figurd, indiferent
de casuta aleasd pentru a rdmMane NEACOPEIITA.......cecieecceceeieee ettt et eee s e e b s e s 2p

P(0): evident
P(1): Observam ca exista 4 moduri de a alege casuta care ramane neacoperita, iar pentru fiecare
avem solutiile urmatoare:

P(n) => P(n+1)

Putem impérti tabla de dimensiune 2™ in patru table de dimensiune 2". Cisuta ”lips3” se va afla
in unul din aceste patrate si stim cd un astfel de patrat poate fi acoperit cu piese, iar casuta
respectiva sa fie ldsatd neacoperitd. Ne mai raman 3 patrate de laturd 2", putem pune mereu o
piesa de forma celei din figura, astfel incat aceasta sa acopere cate o casuta din fiecare patrat,
deci am redus problema la a acoperi fiecare din cele 3 patrate, cu exceptia casutelor alese.
Urmatoarea imagine exemplifica aceasta strategie:

Problema se poate rezolva prin tratarea a 2 cazuri:

SCAZUL L2 N ¥ M @SR Pl ettt ettt et e e e te st e e e st bttt e s sasetesbe st st s e bentetasssane s 3p
Dacd n * m este par, atunci n sau m este par. Fira a restrange generalitatea putem

considera ca n este par (avem un numar par de linii). Observam ca o astfel de tabla de sah poate

fi acoperita in totalitate cu piese de domino de dimensiune 2x1, punand pe fiecare coloana cate

n/2 piese. Avand aceastd acoperire in minte putem stabili urmatoarea strategie: Alice alege ca



prima mutare sa fie efectuata de catre Bob, evident Bob va plasa pionul pe o casuta ce apartine
unei piese de domino, aceasta piesa contine o alta casuta care inca nu a fost vizitata, iar Alice va
plasa pionul la urmatorul pas in aceasta. Observdam ca la fiecare pas Bob este in una din
urmatoarele situatii: fie nu poate muta (Alice castigd), fie poate muta si va muta in zona unei
piese de domino ale carei casute nu au fost vizitate inca (in acest caz Alice poate raspunde prin
mutarea pionului in cea de a doua casuta a zonei respective)
~CazUl @l H1-1€a: N * M @STE IMPAN ...ttt ettt b vt e e e e ee e e s e aa b e e e s saeene 3p
Daca n * m este impar, atunci n si m sunt impare. Vom aplica o strategie asemanatoare
cazului I: Alice va efectua prima mutare si va plasa pionul in coltul stanga-sus al tablei de joc,
acum cele n*m-1 casute pot fi acoperite cu piese de domino (plasam pe prima coloana incepand
de la a doua linie (n-1)/2 piese de domino in pozitie verticald, iar pe fiecare linie plasam
incepand de la a doua coloana (m-1)/2 piese de domino in pozitie orizontala). Observam ca Bob
se poate afla in aceleasi doua situatii ca in cazul precedent (fie nu poate muta, fie muta in zona
unei piese de domino nevizitate Tnca).
Tntrucat in ambele cazuri Alice poate raspunde la orice mutare a lui Bob si tindnd cont c& jocul se
va termina intotdeauna dupa un numar finit de pasi (cel mult n*m), inseamna ca Alice are
MErEU STrAtEEIE B CASTIG. . iiiirririiieieeie st sttt ettt seete s te e s es et aeses s ereete st sbeseennsseeanesrese s 1p

a) Pornim dintr-un oras oarecare si mergem pe sosele, tinand cont sa nu parcurgem o sosea de
doua ori. Evident nu vom putea calatori la infinit, asadar vom ajunge intr-un oras din care nu
VoM Mai putea Merge Mai ePArte. ... e e e s e ree e e e e e e e s snnneenes 1p
Acesta nu poate fi un oras prin care am mai trecut deoarece am fi avut un ciclu in timpul
calatoriei. Astfel intre doua orase depe ciclu putem merge in doud moduri (mergand in directii
opuse pe ciclu), ceea ce coNtrazice iPOLEZa........cceeeccvveieeeeciieee et ee e 2p

Asadar vom ajunge Tn orasul final prin unica sosea adiacenta cu el. Am gasit un oras cu o singura
sosea adiacenta. Pornim din acest oras respectand conditia de a nu parcurge o sosea de doua
ori. Asemanator situatiei initiale, vom ajunge intr-un oras din care nu ne mai putem deplasa mai
departe. Acesta din urma este un al doilea oras cu proprietatea ca are o singura sosea

F o 1ol T | = TR PPPPR 1p

b) Aplicand punctul a) stim cd avem un oras cu o singura sosea adiacenta. Daca am elimina
orasul si soseaua adiacenta lui, obtinem un oras cu proprietatea ca putem ajunge din orice oras
n orice alt oras intr-un mod unic, mergand pe sosele, astfel incat nicio sosea sa nu fie parcursa
mai mult de o data. Putem astfel gasi din nou un oras cu o singura sosea adiacenta lui. Repetand
operatia de eliminare vom elimina N-1 orase si N-1 sosele si va ramane un singur oras fara
sosele adiacente. Asadar avem N-1 sosele in orasul

10 4= PP 2p

c) Nu. Alegem orasele din capetele soselei inchise. Daca inca se mai poate merge intre aceste
doua orase, atunci initial existau doua moduri distincte de a ajunge de la un oras la celalalt
(celalalt mod fiind parcurgand soseaua inchisa),

(olo] Y 4 [o [ Tot [T SRS 1p
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de unde se obtine cd M X, =2° =1 ..o, 1p
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limx" = im X" = 1im2% =2 =1 1
n N—oo n+1 n
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Pentru calculul limn(x, —1), observam ca (n+1)(x,,, —1) = ,oricarearfi n>1....
nN—o
n
n+1
X -
Cum ——— 0 si lim =In2 seobtine ca limn(X,-1)=IN2...............cc.oo
n—o

n+1 x>0 X

1p



Concursul interjudetean de matematica
PRO-PERFORMANTA
2017-2018
Editia a lll-a

Barem clasa a Xll-a

Vom demonstra aplicand principiul inductiei matematice.
P(n): O tabld de dimensiune 2"x2" poate fi acoperita cu piese de forma celei din figurd, indiferent
de casuta aleasd pentru a rdmMane NEACOPEIITA.......cecieecceceeieee ettt et eee s e e b s e s 2p

P(0): evident
P(1): Observam ca exista 4 moduri de a alege casuta care ramane neacoperita, iar pentru fiecare
avem solutiile urmatoare:

P(n) => P(n+1)

Putem impérti tabla de dimensiune 2™ in patru table de dimensiune 2". Cisuta ”lips3” se va afla
in unul din aceste patrate si stim cd un astfel de patrat poate fi acoperit cu piese, iar casuta
respectiva sa fie ldsatd neacoperitd. Ne mai raman 3 patrate de laturd 2", putem pune mereu o
piesa de forma celei din figura, astfel incat aceasta sa acopere cate o casuta din fiecare patrat,
deci am redus problema la a acoperi fiecare din cele 3 patrate, cu exceptia casutelor alese.
Urmatoarea imagine exemplifica aceasta strategie:

Problema se poate rezolva prin tratarea a 2 cazuri:

SCAZUL L2 N ¥ M @SR Pl ettt ettt et e e e te st e e e st bttt e s sasetesbe st st s e bentetasssane s 3p
Dacd n * m este par, atunci n sau m este par. Fira a restrange generalitatea putem

considera ca n este par (avem un numar par de linii). Observam ca o astfel de tabla de sah poate

fi acoperita in totalitate cu piese de domino de dimensiune 2x1, punand pe fiecare coloana cate

n/2 piese. Avand aceastd acoperire in minte putem stabili urmatoarea strategie: Alice alege ca



a)

b)

prima mutare sa fie efectuata de catre Bob, evident Bob va plasa pionul pe o casuta ce apartine
unei piese de domino, aceasta piesa contine o alta casuta care inca nu a fost vizitata, iar Alice va
plasa pionul la urmatorul pas in aceasta. Observdam ca la fiecare pas Bob este in una din
urmatoarele situatii: fie nu poate muta (Alice castigd), fie poate muta si va muta in zona unei
piese de domino ale carei casute nu au fost vizitate inca (in acest caz Alice poate raspunde prin
mutarea pionului in cea de a doua casuta a zonei respective)
~CazUl @l [1-1€a: N * M @STE IMPAT ..ottt ettt et r b e s e e et saeb e s senans 3p
Daca n * m este impar, atunci n si m sunt impare. Vom aplica o strategie asemanatoare
cazului I: Alice va efectua prima mutare si va plasa pionul in coltul stanga-sus al tablei de joc,
acum cele n*m-1 casute pot fi acoperite cu piese de domino (plasam pe prima coloana incepand
de la a doua linie (n-1)/2 piese de domino in pozitie verticald, iar pe fiecare linie plasam
incepand de la a doua coloana (m-1)/2 piese de domino in pozitie orizontala). Observam ca Bob
se poate afla in aceleasi doua situatii ca in cazul precedent (fie nu poate muta, fie muta in zona
unei piese de domino nevizitate Tnca).
Tntrucat in ambele cazuri Alice poate raspunde la orice mutare a lui Bob si tindnd cont c& jocul se
va termina intotdeauna dupa un numar finit de pasi (cel mult n*m), inseamna ca Alice are
MEreU STrAateEIE B CASTIG . i uiirririeieiieee s certe ettt e ste st st e e e b et et et eseebe e e sbaesaesenees 1p

Pornim dintr-un oras oarecare si mergem pe sosele, tindnd cont sa nu parcurgem o sosea de
doua ori. Evident nu vom putea calatori la infinit, asadar vom ajunge intr-un oras din care nu
VoM Mai putea Merge Mai EPArtE.. ... e e e e ese e ree e e e e e e e s ennnennes 1p
Acesta nu poate fi un oras prin care am mai trecut deoarece am fi avut un ciclu in timpul
calatoriei. Astfel intre doua orase depe ciclu putem merge in doua moduri (mergand in directii
opuse pe ciclu), ceea ce CONrazice IPOLEZA......cuveeeeecrrereeeeireeeeeeeitieeeeeeereeeeeeereeeee e 2p

Asadar vom ajunge n orasul final prin unica sosea adiacenta cu el. Am gasit un oras cu o singura
sosea adiacenta. Pornim din acest oras respectand conditia de a nu parcurge o sosea de doua
ori. Asemanator situatiei initiale, vom ajunge intr-un oras din care nu ne mai putem deplasa mai
departe. Acesta din urma este un al doilea oras cu proprietatea ca are o singura sosea

o [ F= 1ol =] ] = USRIt 1p
Aplicand punctul a) stim ca avem un oras cu o singura sosea adiacenta. Daca am elimina orasul si
soseaua adiacenta lui, obtinem un oras cu proprietatea ca putem ajunge din orice oras in orice
alt oras intr-un mod unic, mergand pe sosele, astfel incat nicio sosea sa nu fie parcursa mai mult
de o data. Putem astfel gasi din nou un oras cu o singura sosea adiacenta lui. Repetand operatia
de eliminare vom elimina N-1 orase si N-1 sosele si va ramane un singur oras fara sosele
adiacente. Asadar avem N-1 sosele Th orasul initial..........ccccoveeiiiiiiei e, 2p
Nu. Alegem orasele din capetele soselei inchise. Daca inca se mai poate merge intre aceste doua
orase, atunci initial existau doua moduri distincte de a ajunge de la un oras la celalalt (celalalt
mod fiind parcurgand soseaua Tnchisa), contradiCtie.........ccccvverieeeciieee e 1p
Fie x el sisirul (X,),., definitastfel X, =X si X,,; =SIN X, ccooeviiiiiiiiiiiiiiei, 1p

n>0



Cum X, e[—l,l]c{—z,—] N> 1p

. . < T T e R
si functia sin este crescatoare pe [—E : E} rezultd ca sirul (X,),., este monoton si fiind

MArginit est€ CONVETZENt .......ovvvreeriirieieeieeineaennannanns 2p

Din x, — |, atunci sinl =1,deci I =0..................oooe 1p

Cum f(x)=f(sinx), Vxel deduceca f(x,)= f(sinx,)= f(x,,,),deci (f(x,)), este
CoNStaNt ...oveiii i 1p

Cum f este continua si X, — 0, rezultd ca f(X)= f(x,)= f(x,) > f(0),deci f(x)=f(0)
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